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コペンハーゲンに於てぺ・ヨルタシ
（Die　Naturwissenschaften誌　1927第30號所載）
4・『q－tWJIの理論
　量子力學のマトリックス理論は．前節に於て述べたるが如く，其の本質
に於ては，週期的な或は多重に週期的な型の蓮動を理論的に取扱ふ爲めに
は充分足りる所のものであるが，然しながら一度斯くの如き蓮動の解析的
研究をなさんεすれば，次の平な事情の爲めに非常に其の範園が挾まめら
れて來る．即ち丁度時間の週期的な函数である襟な座標に限らねばならぬ
のである．然るに例へば水素原子問題に際して其の極座標r，rlをマトリッ
クス的に表はす事は不可能である．如何εなれば（古典的な理論．に從って
需へば）gは決して時間の週期的溢出ではないからである．同様にしてマト
リックス理論の骨組では’古典論に於ける所謂『角座標』（Winkelkoordinaten）
にアナローダなものは何もないのであるが而も此の角座標は，、御存知の通
り古典理論に於ては蓮動を最も簡輩に表はす事が出來るのである．．最後に，
例へば，最も漉油な而も一般に可能な渇感である所の直線慣性蓮動（Gerad
linigeTragheitsbewegtlng）の如きも，それが全くaperiodischな性質のもの
であるε言ふ事の爲めにマトリックス理論の縄張り外にある．若し週期的
な蓮動を取扱ふ爲めに，もつS多くの解析的運動自由度を執り，同時に叉
aperiodischな蓮動をも完全に理論の中に引き入れやうε欲するならば．量：
子論的な量：のハイゼンベルグ式マ1・リックス表現法の必然的な一般化をな
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さねばならない．上に述べたHeisenbergのマトリックスは野際，例へば
エネルギーミ言ふやうに時間的に常数であるやうな如何なる量も丁度封角
線マトリックスSして表はれて來るやうな種類のものである．然しながら，
吾人は他の種のマトリックスを定義して，斜角線マトリックスが全く他の
意味をもつやうにする事がtH睡るのである．理論を斯ふ言ふ風にして一般
的に表はす事に到る道は主t’してSchr6dingerの根本的研究に依って開馨
せられた．其の一般的な議論は前に蓮べたDirac及び∫ordanの論文中に
あるが，此の事に關しては後で詳細に述べるであらう．
　然しながらaperiodischな暴動等を純梓に型の通りに取扱ふ事や，就中，
週期的なシステムに秘鍵撒を導入するε言ふ事は，すでt；，　Schr6dingerの
理論をまナこなくεも，もつε範園の挾い手段でもなし燧ける事が出参る．
此の目的の爲めには，先づ第一一に今まで研究された量子が學的な量のマ5
リックス的な表現法を全く止めてしまひ，そして，混融的な量の間に，其
の記號的な和Sか積Sかに依って作られた關係のみについて仕事をする．
そうするミ，此の揚合には力心的な：量は言はば『超複素歎』（hyperkomplexe
Zahlen）εも言ふべきものε考へられ，此の籔は一丁度例へばあのQuate・
rnionenε同じ様に，唯K：ommutativの法則帥（ab＝・ba）だけは例外である
が，すべての普通の計算規則に從ふ事になる．Diracは，此の方法を始め
て褒表しナこのであるが，彼は普通の導師ち『c一封』（c－Zahlen）に噂して此の
様な撒に『q一数』（q－Zahlen）ミ言ふ名前を導入した，
　此の事も亦唯一つの自由度を有するシステムに就て説明すれば充分であ
る．エネルギーWはPεqミの函数である，帥ちW・H（P，q）．すべて此
れ等の量W，p，　qは，今はマトリヅクスsしては考へす，『q轍』S見なす．
同様に，時間も亦一つの『q一数』であり，そしてW及びtなる量に罪しては交
醐・lw・一・W一蓋猷博す・・換討鳳W及び・1・・及・から
一つのカノニツシユな韓換に依って出て來べきである，…・っの週期的連動
の場含には他のカノニツシユな取換に依って，了度古典的理論の作業愛数
及角攣藪（wirkungs－und　win／〈elvariabeln）に柑等するJ，　wなる二つの量：を
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　h得る事が出來る．故に此れ等の」，wは同襟に交換規則Jw・一wJ＝＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・を充　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2sci
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feす，而してp及びqなる量はwの週期的函歎であって，其の係歎は筒ほ
∫の如何に依る。帥ち，
　　　　　　　　リト　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　トお　　　　　　　　ヨあユてもサ
　　　　　　P＝＝ΣユP：（」）e2eci：w，　　q：Σコqr（De　　　・
　　　　　　　T＝H’卿。つ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　¢聲一。「p
　揖て今，斯くの如き二つのプリエ級数を乗ずる，帥ち例へばPCIを作る
ならば，書入は次の式を得る，
　　　　　　　　　　　　　ヨれ　ヤ　　　　　　　ヨザめ　　　　　　　　pq＝ΣπP．（」）e　q。（De　；
　　　　　　　　　て儒
古典的理論に從ふざ，吾人は此の式を計算しかへて直ちに
　　　　　　　　　　　　　　　2儒i（雫十〇｝w　　　　　　　pq＝・21Pτ（Dqσ（De
　　　　　　　　　τσ
なる形にする，かうして再びはじめの同じ型の級激を得る事が出來たわけ
である。然しながら『q一激』の場合には，細動∫ミwミは交換する事は出麗
ないから，上の様な憂形は之れをなす事が出來ない、此の場合には（容易
に謹明する事が出簸るやうに）寧ろ次の式が成立する：師ち，
　　　　　　　　　　　　　　　　　ゑむヨくつギゆう　　　　　　　　pq＝ΣコPτ（」）qe（J十th）e　　．
　　　　　　　　　τσ
　此の公式は然しな．がら，容易に読明されるやうに，淘一撒』をもって定義
されたプリエの係数が，正にHeisenbergの乗法則に依って相乗せられる
ε言ふ事を示すものである！此の煙毒のp及qに封ずるプリエの級数に
は正しい量子論的の振動藪が入って來る．而も藪には全く外のquasF
klassischな振動藪が這入って隠るかのやうに見える．然しながら若しq或
はpを時間に就て微分するなちぱ正しい量子論的な振動数が現はれて來る
ざ言ふ事は容易に論評する事が出島る．
　古典的な理論S量子論Sの封慮原理的な類似は，明らかに此の論嫁に依
って特に明白に現はれて來る．以前には吾々はHeisenbergのvトリツク
ス要素を，古典的理論のプリエ係鐵ε何か或る象徴的な相似性を有するや
うなもの言見なしナ：．然し今では吾入は，マトリックス要素を嚴密な撒學
的な意味に於ける實際の量子論的ブリエ係藪εして認める爲めにはた、・不
可交換的乗積法を導入すれば充分であるNS言ふ事を知つナこ．叉『q一藪』を歎
式立てる事に依って，大きな量子撒（比較的小さなhに際して）0）領域に於
ては古典的理論ε量子論εは崩際，豫期せねばならぬや・うに，漸近的に相
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一一vするミ書ふ事も亦容易に詮明される．如何ミなれば，此の際交換規則
のpq－qp壕rは・…は礁1・古町・・ムム・一・・に麟初
ではないが，然し大腿コムムターチフに行動するε言ふε言ふ風に言ひ表
はされるからである．コムムターーチフな行動からの離れはhに比例する，
故に輩に小さな補正に過ぎない．帥ち此の小さな補正に依って，量子力學
は古典論的力學ミ藪學的に異なるのである．『q一飛』を導入する事に依って
理論が得る所の此の内面的完結は，如何なるカノニヅシユな韓換もPk＝＝T
PkT，一1　Qk＝Tqk・Tt“1なる形で表はす事が出陣るE言ふ事が今や甚だ容易に
詮明される事にも表はれる．此の法則は，『q一歎』をもって藪野立てナこ量子
力學が或る鮎に於ては古典論聴力學よりもより複雑である霊妙ふやうな事
はなく寧ろそれミ反封により簡輩であるミ言ふ事の丁度よい一例をなすも
のである．帥ち，古典的理論では，例外なしにすべてのカノニツシユな韓換
を網羅する様な簡軍な表し方は存在しないのである．然しながら上のカノ
ニツシユな轄換Q表はしから，古典理論へのもつミ狭義な文字通の相似性
をもつやうな他の表し方をも得る事が出來るのである．更に1叉，Diracが示
しナこ様に，『q一軸』に依って，早耳の相封論財力學を四つの座標x，y，　z，　ict全
部に署して封樗的な形に表はす事の可能性を得るのである．帥ち，マトリ
ックス理論の始めの形に於ては，先づあまり満足でない方法で室間的座標
x，y，　z，をマ回ックスミし，時間t（從って同様にict）はこれに反して普
通の数εして考へねばならなかつナこのであるが，今やx，y，　z，　ict四つ共に
みな「q一数』εして現れて繋る．此の際力學的方程式を一つの非常に華麗な
覇業に組立てる事が可能になってみる一号かも此れからは其の最後の成
績に硬しては原形のマトリックス理論的の規約から出て認るのE同じもの
が得られるのである．最後に話さねばならぬ事は，Wentzelがその非常に大
脳なるそして天才的な方法で，『古典的』量子論に於て非常に翼果多いもの
ミして確かめられたSommerfeldの複素数積分の方法を『q一等』をもって1量
子論的tl類推して出す事が出羽ナこ事である．
　『q・畢』の方法に依れば量子力學的プリエ係藪は『q一撃』ミ置く事の出解る
所の作業丁数」の函敏εして誘出する事が出來るミ言ふ事は吾人の既に見
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ナこ所である．然しながらHeisenbelgのマbリックス要素や，或は一般に
實験的事實ミ比較する事の出惜る量を得る爲めには，吾人は此のプリエの
係藪は量子撒m，n二って普通の『c轍」の函数εして決定せねばならぬ，
Diracに微って撲ばれる此のやり方は次の事から成り立ってるる．邸ち，
『’q－tw』の方法に依って計算された函藪に於て，簡輩に『q一藪のアルグメント』
Jをつ．まり：普通の数に依って置きかへるのである．若し『q徽』の理論の
公式を物理學的に説明しやうざ欲するならば，何か競れに似寄つたやり方
が，自然各々の問題に盗用せられねばならないであらう．そして此れに回
して一・me的な原理が知られて居ない限り，アペリオデ4シユなシステムを
『q一一』の方法で規則通りに取扱ふ事が出去た所で，それは大して物理學的に
利用は出面まい．吾人は後で，此の『q微』の理論に於て未解決の儘で残さ
れナこ問題を如何にして一一般的に解答する事が出來るかを見るであらう．
　然し今薙で更に特別な鮎を明らかにして置こう．『q一語』の理論のプリ
エの豆撒からHeisenbergのマトリックス要素を得る爲めには，作業憂数
に翻して，何か任意の『c徽』E言ふ様なものではなくhの丁度整撒倍のみ
を代入せねばならぬ．此の事は，量子力學を「q一二』で歯式立てる．事には蓮
動方程式や交換規則の外に尚ほ一一つ嘱目な『量子撰』（QUantelung）が必要で
ある〉一言ふ事を示すものである．Heisenbergのマトリックスの根心は次の
襟な事であった．即ち第一に力面的諸量のマトリックス的表し方Sマトリ
ックスの乗法であり，第二にはカノニツシユな交換規則であった．Heisen－
belgの理論では特種な『：量子撰』こ言ふやうなものは最早や必要ではなかつ
7．然しながら『q徽』理論に於ては此の『量子撰』が新しく現はれて來る．
而して此の『量子撰』は未だ完全に正心を掴む事は出來ぬが，より深い物理
學的な意義を有するに違ひないε言ふ事は疑はんS欲するも得べからざる
所のものεなる．
　『量子撰』の此の物理學的意味を明らかにしたのがSchr6dingerであっf．
自fJち，　Schr6dingerが三見しナこやうに，吾人は今まで考へられて居たのごは
まるきり他の方面から原子の正確な力學に突入する事が出門るのである．
Schr6dingerの研究が出干した所の事實はHeisenbergの思想の檬って起つ
た所εは遙かに離れて居る．故に以下其のSchr6dingerが出回した事寳に
就いて撒言を費すのが順序であらうS考へる．（荒木俊馬i謬）
